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一类不连续广义 Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统的极限环分支
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摘　要：利用不连续微分系统的一阶平均法，研究从一类广义 Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统中心的周期环域分支出极限环
的最大个数问题。通过对该系统的中心进行分段连续的多项式扰动，得到了该系统从中心的周期环域分支出极

限环最大个数的线性估计。结果表明：不连续Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统比其对应的连续微分系统可以分支出更多的极限
环。

关键词：极限环；Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统；不连续微分系统；平均法

中图分类号：０１７５　　文献标志码：Ａ　　文章编号：０５２９－６５７９（２０１５）０５－００１５－０５

ＢｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆＬｉｍｉｔＣｙｃｌｅｓｆｏｒａＣｌａｓｓｏｆ
ＤｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＬｉｅｎａｒｄＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌＳｙｓｔｅｍ

ＬＩＳｈｉｍｉｎ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，ＧｕａｎｇｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＦｉｎａｎｃｅａｎｄ

Ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ，Ｇｕａｎｇｚｈｏｕ５１０３２０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｕｓｉｎｇｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒａｖｅｒａｇｉｎｇｍｅｔｈｏｄｆｏｒｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍ，ｔｈｅｍａｘｉｍｕｍ
ｎｕｍｂｅｒｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｗｈｉｃｈｂｉｆｕｒｃａｔｅｆｒｏｍｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｎｕｌｕｓｏｆｔｈｅｃｅｎｔｅｒｆｏｒａｃｌａｓｓｏｆｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ
Ｌｉｅｎａｒｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍｉｓｓｔｕｄｉｅｄ．Ｂｙｐｉｅｃｅｗｉｓｅｓｍｏｏｔｈｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｐｅｒｔｕｒｂａｔｉｎｇ，ｔｈｅｌｉｎｅａｒｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ
ｏｆｔｈｅｍａｘｉｍｕｍｎｕｍｂｅｒｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｗｈｉｃｈｂｉｆｕｒｃａｔｅｆｒｏｍｔｈｅｐｅｒｉｏｄｉｃａｎｎｕｌｕｓｏｆｔｈｉｓｃｅｎｔｅｒｉｓｏｂ
ｔａｉｎｅｄ．ＴｈｅｒｅｓｕｌｔｓｈｏｗｓｔｈａｔｔｈｅｒｅａｒｅｍｏｒｅｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｗｈｉｃｈｃａｎｂｉｆｕｒｃａｔｅｆｒｏｍｔｈｅｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＬｉｅｎ
ａｒｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍｔｈａｎｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｏｎｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅ；Ｌｉｅｎａｒｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍ；ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｙｓｔｅｍ；ａｖｅｒａｇｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

　　微分系统定性理论的一个主要问题是研究平面
微分系统的极限环问题［１］。例如，众所周知的希

尔伯特第１６问题就是考虑平面多项式微分系统的
极限环个数问题［２］。由于该问题十分困难，

Ｓｍａｌｅ［３］仅考虑平面Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统，并将其列为
２１世纪需要解决的重要问题之一。Ｌｉｅｎａｒｄ微分系
统在科学以及工程的许多分支都有着广泛的应

用［４］。

近年来，随着现实生活中出现许多不连续现

象，越来越多的数学工作者开始研究不连续微分系

统的分支问题［４］。鉴于不连续微分系统的重要性，

本文讨论如下不连续广义Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统：
ｄｘ
ｄｔ＝ｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝－ｘ－ε（ｆｎ（ｘ）ｙ＋

　　　ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｘ，ｙ））ｇｍ（ｘ




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（１）

其中
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ｆｎ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
ａｉｘ

ｉ，ｇｍ（ｘ）＝∑
ｍ

ｊ＝０
ｂｊｘ

ｊ，ｈ０（ｘ，ｙ）＝１，

ｈ２ｌ（ｘ，ｙ）＝∏
ｌ－１

ｋ＝０
ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌ( )ｘ，ｌ＝１，２，３，…

（２）

令ｙ－ｔａｎπ( )２ ｘ＝ｘ，则ｈ２ｌ（ｘ，ｙ）＝０为ｌ条过原点
的直线，它们将整个平面等分成 ２ｌ个夹角为 π／ｌ
的扇形区域。

记Ｈ（ｌ，ｎ，ｍ）为利用一阶平均法，不连续广义
Ｌｉｅｎａｒｄ微分系统 （１）从原点的周期环域分支出极
限环的最大个数。目前已有许多文献对某些特殊情

形进行了讨论，列举如下：

（ｉ）若ｆｎ（ｘ）≡０，文 ［５］证明了
Ｈ（０，０，ｍ）＝［（ｍ－１）／２］，Ｈ（１，０，ｍ）＝［ｍ／２］，
Ｈ（２，０，ｍ）＝［（ｍ－１）／２］

并且猜测Ｈ（ｌ，０，ｍ）＝［（ｍ＋１－ｌ）／２］，ｌ＝３，
４，５，…。其中 ［］表示取整函数。

（ｉｉ）若 ｌ＝０，文 ［６］得到 Ｈ（０，ｎ，０）≥
［ｎ／２］。文 ［７］得到Ｈ（０，ｎ，ｍ）＝［ｎ／２］。

（ｉｉｉ）若ｌ＝１，ｍ＝１，文 ［８］中得到Ｈ（１，ｎ，
１）≥［ｎ／２］＋１。

利用不连续微分系统的一阶平均法定理［９］，

本文考虑了系统 （１）从原点的周期环域分支出极
限环的最大个数问题。我们的主要结果如下：

定理１　当｜ε｜＞０充分小，考虑系统 （１），
（ｉ）若ｌ为奇数，则Ｈ（ｌ，ｎ，ｍ）≤ｍａｘ｛２［ｎ／２］

＋１，２［ｍ／２］｝。特别地，
Ｈ（１，ｎ，ｍ）≥［ｎ／２］＋［ｍ／２］＋１，
Ｈ（３，ｎ，ｍ）≥［ｎ／２］＋［ｍ／２］

（ｉｉ）若ｌ为偶数，则Ｈ（ｌ，ｎ，ｍ）≤ｍａｘ｛［ｎ／２］，［（ｍ
－１）／２］｝。特别地，

Ｈ（２，ｎ，ｍ）＝Ｈ（４，ｎ，ｍ）＝
ｍａｘ｛［ｎ／２］，［（ｍ－１）／２］｝

　　注１　文献 ［７］中已经证明了 Ｈ（０，ｎ，ｎ）＝
［ｎ／２］。由定理１的结论 （ｉ），我们可以得到Ｈ（１，
ｎ，ｎ）＝２［ｎ／２］＋１。结果表明 不连续Ｌｉｅｎａｒｄ微分
系统 （１）（ｌ＝１）比其相应的连续系统 （ｌ＝０）
可以从原点的周期环域多分支出［ｎ／２］＋１个极限
环。当然，我们的结论是建立在现有的结果之上。

１　不连续微分系统的一阶平均法
在这部分里，我们将介绍文 ［９］中的不连续

微分系统的一阶平均法定理。值得注意的是，原文

中考虑的是不连续微分方程组。由于本文只涉及单

个微分方程，简单起见，我们仅介绍单个微分方程

的一阶平均法。粗略地说：平均法给出了非自治微

分系统与其相应的平均系统 （自治微分系统）解

之间的定性关系。有关平均法的一般介绍，可以参

考文 ［１０］。
考虑如下不连续微分方程

ｄｒ
ｄθ
＝εＦ（θ，ｒ）＋ε２Ｒ（θ，ｒ，ε） （３）

其中

Ｆ（θ，ｒ）＝Ｆ１（θ，ｒ）＋ｓｉｇｎ（ｈ（θ，ｒ））Ｆ２（θ，ｒ），
Ｇ（θ，ｒ，ε）＝Ｇ１（θ，ｒ，ε）＋ｓｉｇｎ（ｈ（θ，ｒ））Ｇ２（θ，ｒ，ε）

（４）
且Ｆ１，Ｆ２：Ｒ×Ｄ→Ｒ，Ｇ１，Ｇ２：Ｒ×Ｄ×（－ε０，ε０）→
Ｒ，ｈ：Ｒ×Ｄ→Ｒ均为连续函数。Ｄ Ｒ为开区间。
这些函数均关于变量θ为２π的周期函数。ｓｉｇｎ（ｕ）
为符号函数，定义如下：

ｓｉｇｎ（ｕ）＝
１，若ｕ＞０，
０，若ｕ＝０，
－１，若ｕ＜

{
０

此外，假设 ｈ∈ Ｃ１，并以 ０为正则值。记 Μ ＝
ｈ－１（０），Σ＝｛０｝×ＤΜ，Σ０＝Σ＼Μ≠，Σ０中
的元素ｚΔ（０，ｚ）Μ。

定理２　考虑微分方程 （３），定义平均函数ｆ：
Ｄ→Ｒ如下

ｆ（ｒ）＝∫
２π

０
Ｆ（θ，ｒ）ｄθ （５）

假设满足以下三个条件：

（ｉ）Ｆ１，Ｆ２，Ｒ１，Ｒ２和ｈ均关于ｒ满足局部李普希
兹条件。

（ｉｉ）存在ａ∈∑０
，使得 ｆ（ａ）＝０。且存在 ａ

的某去心领域 Ｖ，使得对所有的 ｚ∈ 珔Ｖ＼｛ａ｝，都有
ｆ（ｚ）≠０和Ｂｒｏｕｗｅｒ度 ｄＢ（ｆ，Ｖ，０）≠０成立。有关
Ｂｒｏｕｗｅｒ度的定义见文 ［１１］中的附录Ａ。

（ｉｉｉ）若ｈ／θ≠０，则对所有的（θ，ｒ）∈Ｍ，有
ｈ／θ≠０；若ｈ／θ≡０，则对所有的

（θ，ｚ）∈［０，２π］×Μ有〈ｒｈ，Ｆ１〉
２－〈ｒｈ，

Ｆ２〉
２＞０，其中ｒｈ表示函数ｈ关于变量ｒ的梯度。

则当｜ε｜＞０充分小，系统 （３）存在一个周期为
２π的解ｒ（θ，ε），使得当ε→０时，ｒ（０，ε）→ａ（在
Ｈａｕｓｄｏｒｆｆ度量意义下）。

为了方便验证定理２的假设 （ｉｉ），我们给出
下面的注记。

注２［１１］　假设ｆ：Ｄ→Ｒ是Ｃ１函数，ａ∈Ｄ。若
Ｊｆ（ａ）≠ ０，且存在 ａ的邻域 Ｖ，对所有的 ｒ∈
珔Ｖ＼｛ａ｝，有ｆ（ｒ）≠０．则ｄＢ（ｆ，Ｖ，０）≠０。

６１
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由定理２和注２可知，若微分系统 （３）满足
定理２中的假设 （ｉ）和 （ｉｉｉ），则由式 （５）定义
的平均函数 ｆ（ｒ）的简单零点个数对应微分系统
（３）的极限环个数。下面我们开始推导平均函数
（５）的具体表达式。

２　平均函数
作极坐标变换 ｘ＝ｒｃｏｓθ，ｙ＝ｒｓｉｎθ，θ∈ （０，

２π）。当 ε ＞０充分小，将θ作为新的自变量。我
们可将微分系统 （１）转换成如下的等价微分方程

ｄｒ
ｄθ
＝εＦ（θ，ｒ）＋Ｏ（ε２） （６）

其中

Ｆ（θ，ｒ）＝ｓｉｎθ（ｆｎ（ｒｃｏｓθ）ｒｓｉｎθ＋
ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ））ｇｍ（ｒｃｏｓθ）） （７）

将式 （７）代入式 （５），得到平均函数

ｆ（ｒ）＝∫
２π

０
Ｆ（θ，ｒ）ｄθ＝∫

２π

０
ｒｓｉｎ２θｆｎ（θ，ｒ）ｄθ＋

∫
２π

０
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｇｍ（ｒｃｏｓθ）ｄθ＝

∑
ｎ

ｉ＝０
ｒｉ＋１ａｉ∫

２π

０
ｓｉｎ２θｃｏｓｉθｄθ＋

∑
ｍ

ｊ＝０
ｒｊｂｊ∫

２π

０
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

∑
ｎ

ｉ＝０
Ａｉｒ

ｉ＋１＋∑
ｍ

ｊ＝０
Ｂｊｒ

ｊ （８）

其中

Ａｉ＝ａｉ∫
２π

０
ｓｉｎ２θｃｏｓｉθｄθ，

Ｂｊ＝ｂｊ∫
２π

０
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ

（９）
由于

Ａｉ＝ａｉ∫
２π

０
ｓｉｎ２θｃｏｓｉθｄθ＝

ａｉ∫
２π

０
ｃｏｓｉθｄθ－ａｉ∫

２π

０
ｃｏｓｉ＋２θｄθ＝

ａｉ∫
２π

０
ｃｏｓｉθｄθ－ａｉ∫

２π

０
ｃｏｓｉ＋１θｄｓｉｎθ＝

ａｉ∫
２π

０
ｃｏｓｉθｄθ－ １

ｉ＋１Ａｉ （１０）

由式 （１０）可得：Ａｉ＝
ｉ＋１
ｉ＋２ａｉ∫

２π

０
ｃｏｓｉθｄθ。显然Ａ２ｉ＋１

＝０，ｉ＝０，１，２，…。平均函数 （８）可以表示为：

ｆ（ｒ）＝∑
［ｎ／２］

ｉ＝０
Ａ２ｉｒ

２ｉ＋１＋∑
ｍ

ｊ＝０
Ｂｊｒ

ｊ （１１）

根据定理２，需要计算平均函数 （１１）简单零点的
个数。我们分以下两种情况来讨论：

２１　ｌ为奇数
命题１　若ｌ为奇数，则平均函数 （１１）为

ｆ（ｒ）＝∑
［ｎ／２］

ｉ＝０
Ａ２ｉｒ

２ｉ＋１＋∑
［ｍ／２］

ｊ＝０
Ｂ２ｊｒ

２ｊ （１２）

其中

Ａ２ｉ＝
２ｉ＋１
２ｉ＋２ａ２ｉ∫

２π

０
ｃｏｓ２ｉθｄθ，

Ｂ２ｊ＝
（－１）（ｌ－１）／２８ｂ２ｊ
２ｊ＋１

１
２＋∑

（ｌ－１）／２

ｋ＝１
（－１）ｋｃｏｓ２ｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ

（１３）
　　证明　若θ∈ ０，π( )／ｌ，则

ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌｘ＞０，ｋ＝０，
ｌ＋１
２ ，
ｌ＋３
２ ，…，ｌ－１，

ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌｘ＜０，ｋ＝１，２，…，
ｌ－１
２

因此

ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ））＝

ｓｉｇｎ（∏
ｌ－１

ｋ＝０
（ｙ－ｔａｎ（ｋπｌ）ｘ））＝

（－１）（ｌ－１）／２，θ∈（０，π／ｌ）
类似地，当θ∈（ｋπ／ｌ，（ｋ＋１）π／ｌ）时，

ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ））＝（－１）
（ｌ－１）／２＋ｋ，

ｋ＝１，２，…，ｌ－１ （１４）
将式 （１４）代入式 （９）中第二式，有

Ｂｊ＝ｂｊ∫
２π

０
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ∑
２ｌ－１

ｋ＝０
∫
（ｋ＋１）π／ｌ

ｋπ／ｌ
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ∑
２ｌ－１

ｋ＝０
（－１）（ｌ－１）／２＋ｋ∫

（ｋ＋１）π／ｌ

ｋπ／ｌ
ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ
（－１）（ｌ＋１）／２
ｊ＋１ ∑

２ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＝

ｂｊ
（－１）（ｌ＋１）／２
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＋

ｂｊ
（－１）（ｌ＋１）／２
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ＋ｌ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋ｌ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋ｌ）π( )( )ｌ

＝

ｂｊ
（－１）（ｌ＋１）／２
ｊ＋１ １＋（－１）( )ｊ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ （１５）

显然Ｂ２ｊ＋１ ＝０。由式 （１５）可得
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Ｂ２ｊ＝
２ｂ２ｊ（－１）

（ｌ＋１）／２

２ｊ＋１ ∑
ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓ２ｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓ２ｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＝

４ｂ２ｊ（－１）
（ｌ－１）／２

２ｊ＋１ １＋∑
ｌ－１

ｋ＝１
（－１）ｋｃｏｓ２ｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＝

８ｂ２ｊ（－１）
（ｌ－１）／２

２ｊ＋１
１
２＋∑

（ｌ－１）／２

ｋ＝１
（－１）ｋｃｏｓ２ｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ

注意到当ｌ＝１，则Ｂ２ｊ＝
４ｂ２ｊ
２ｊ＋１。证毕。

２２　ｌ为偶数
命题２　若ｌ为偶数，则平均函数 （１１）为

ｆ（ｒ）＝∑
ｎ／[ ]２

ｉ＝０
Ａ２ｉｒ

２ｉ＋１＋ ∑
（ｍ－１）／[ ]２

ｊ＝０
Ｂ２ｊ＋１ｒ

２ｊ＋１ （１６）

其中

Ａ２ｉ＝
２ｉ＋１
２ｉ＋２ａ２ｉ∫

２π

０
ｃｏｓ２ｉθｄθ，

Ｂ２ｊ＋１ ＝
（－１）ｌ／２２ｂ２ｊ＋１
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋｃｏｓ２ｊ＋２ ｋπ( )ｌ

（１７）
　　证明　若θ∈ ０，π( )／ｌ，则

ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌｘ＞０，ｋ＝０，
ｌ
２，
ｌ＋２
２ ，…，ｌ－１，

ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌｘ＜０，ｋ＝１，２，…，
ｌ－２
２

因此

ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ））＝ｓｉｇｎ∏
ｌ－１

ｋ＝０
ｙ－ｔａｎｋπ( )ｌ( )( )ｘ ＝

（－１）ｌ／２－１，θ∈（０，π／ｌ）
类似可得：当θ∈ ｋπ／ｌ，（ｋ＋１）π( )／ｌ时，

ｓｉｇｎ（ｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ））＝
（－１）ｌ／２＋ｋ－１，ｋ＝１，２，…，ｌ－１ （１８）

将式 （１８）代入式 （９）中第二式，有

Ｂｊ＝ｂｊ∫
２π

０
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ∑
２ｌ－１

ｋ＝０
∫
（ｋ＋１）π／ｌ

ｋπ／ｌ
ｓｉｇｎｈ２ｌ（ｒｃｏｓθ，ｒｓｉｎθ( )）ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ∑
２ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｌ／２＋ｋ－１∫

（ｋ＋１）π／ｌ

ｋπ／ｌ
ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ＝

ｂｊ
（－１）ｌ／２
ｊ＋１∑

２ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＝

ｂｊ
（－１）ｌ／２＋１
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ ＋

ｂｊ
（－１）ｌ／２＋１
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ＋ｌ＋ｊ＋１·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋ｌ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋ｌ）π( )( )ｌ

＝

ｂｊ
（－１）ｌ／２＋１
ｊ＋１ １＋（－１）ｊ＋( )１∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓｊ＋１ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓｊ＋１ ｋπ( )( )ｌ （１９）

显然Ｂ２ｊ＝０。由式 （１９）可得

Ｂ２ｊ＋１ ＝
（－１）ｌ／２＋１ｂ２ｊ＋１
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋ·

ｃｏｓ２ｊ＋２ （ｋ＋１）π( )ｌ
－ｃｏｓ２ｊ＋２ ｋπ( )( )ｌ ＝

（－１）ｌ／２２ｂ２ｊ＋１
ｊ＋１ ∑

ｌ－１

ｋ＝０
（－１）ｋｃｏｓ２ｊ＋２ ｋπ( )ｌ

注意到：若 ｌ＝０，则 ｈ０（ｘ，ｙ）＝１，从而 Ｂｊ ＝

ｂｊ∫
２π

０
ｓｉｎθｃｏｓｊθｄθ≡０。证毕。

３　定理１的证明
在估计平均函数零点个数的过程中，我们需要

用到如下引理：

引理１［１２］　考虑ｐ＋１个线性无关的解析函数
ｆｉ：Ｕ→Ｒ，ｉ＝０，１，…，ｐ＋１，其中Ｕ∈Ｒ为开区间。
假设存在某些ｊ∈ ０，１，…，{ }ｐ，使得ｆｊ恒正或恒负，
则必定存在ｐ＋１个常数ｃｉ，ｉ＝０，１，…，ｐ，使得ｆ（ｒ）

＝∑ｐ

ｉ＝０
ｃｉｆｉ（ｒ）在区间Ｕ上至少有ｐ个简单零点。

定理１的证明　首先考虑情形 （ｉ）。
由命题１可知：平均函数 （１２）是关于ｒ的最

高次数为ｍａｘ２［ｎ／２］＋１，２［ｍ／２{ }］ 的多项式。因

此，Ｈ（ｌ，ｍ，ｎ）≤ｍａｘ２［ｎ／２］＋１，２［ｍ／２{ }］。

当ｌ＝１时，Ｂ２ｊ＝
４ｂ２ｊ
２ｊ＋１。由式 （１２）可知，平

均函数ｆ（ｒ）是［ｎ／２］＋［ｍ／２］＋２个线性无关的解
析函数的线性组合。由于 ａｉ，ｂｊ相互独立，系数
Ａ２ｉ＋１，Ｂ２ｊ可以任意选取。根据引理 １，有 Ｈ（１，ｎ，
ｍ）≥［ｎ／２］＋［ｍ／２］＋１。

当 ｌ＝ ３时，由 式 （１３） 可 得：Ｂ２ｊ ＝
－８ｂ２ｊ
２ｊ＋１

１
２－( )１２

２ｊ＋( )１ 。由式 （１２）和Ｂ０ ＝０可知，

平均函数ｆ（ｒ）是［ｎ／２］＋［ｍ／２］＋１个线性无关的
解析函数的线性组合，且其系数Ａ２ｉ＋１，Ｂ２ｊ可以任意
选取。根据引理 １，有 Ｈ（３，ｎ，ｍ）≥ ［ｎ／２］＋
［ｍ／２］。

情形 （ｉｉ）同理可证。
（下转第２７页）
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